Capitulo 2

Aplicaciones Afines

2.1. Aplicaciones afines y representacion matricial

Una vez hemos definido los espacios con los que vamos a trabajar, junto con sus
elementos (puntos) y las formas de referirnos a ellos (coordenadas), sus subespacios y
las formas de determinarlos (ecuaciones), el siguiente paso es definir las aplicaciones entre
espacios que conservan la geometria a estudiar, las denominadas aplicaciones afines.

2.1.1. Definicion y propiedades de las aplicaciones afines

Definicién 2.1.1. Sean A y A’ espacios afines. Una aplicacién f : A — A’ es una
aplicacion afin si preserva las combinaciones afines, es decir,

FCAP) =S AF(R) con A -1
i=0 i=0 i=0

Como consecuencia inmediata de la definiciéon de aplicacién afin tenemos que las
aplicaciones afines conservan el baricentro.

Corolario 2.1.2. Sean Py, Pi,...,P. € A y sea f : A — A’ una aplicacion afin.
Si B € A es el baricentro de Py, Py,...,P. € A, entonces f(B) es el baricentro de

f(P0)>f<P1)7"'af(Pr)'

Demostracion. Por definicién de baricentro (c.f. Lema 1.2.22), las coordenadas ba-
ricéntricas de B respecto de Py, Pi,..., P, son todas \; = 1 = 0,1,...,r, por lo
que B se puede expresar como la combinacién afin

1
B:;T—l—lpi'

1
r+17

Entonces
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y, por tanto, f(B) es el baricentro de los puntos imagen. ]

Proposicion 2.1.3. Sean A y A" espacios afines con direcciones V yV'. La La definicion
de aplicacion afin f : A — A’ en términos de combinaciones afines es equivalente a
cada una de las siguientes condiciones:

1. Para todo P € A la aplicacion

7 . Vo— V!
PG — [(P)I(Q
es lineal.

2. Existe P € A tal que la aplicacion

TV o— v
PG — [(P)JQ
es lineal.
Demostracion. = Primero probaremos que si f es una aplicacién afin, entonces se

verifica 1. Sea P € A, y probemos que f es lineal. Sean v7,v5 €V vy A, A € K
Sean (01, Q)2 € A tales que = PO,y s = PQ>. El punto

— —
RZ:P+)\1PQ1—|—)\2PQ2
se puede expresar como combinacién afin tal que
R=XP + Q1 + AaQo

con \g =1 — A1 — X\o. Como f preserva las combinaciones afines, se tiene que

FOR) = MF(P) + M F(Q1) + 2 f(Qa) = F(P) + M F(P)F(@1) + Aaf (P)F(Qa).

Por tanto

?<)‘1U—1> + )‘QU—2>) = ?()‘IPQ1 + >\2PQ2 ? 17}% ﬁ —

MFPVF@Q) + MF(PYFQ2) = M F(PQY) + A F (PQa) = M F (T) + Mo 1 ()
y 7 es lineal.

= 1. implica 2. es inmediato.
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= Probaremos que si se verifica 2., entonces f es una aplicacién afin. Sean puntos
Py, Py,..., P, € Ay escalares Ao, A1, ..., A\ € K, tales que > ;_, \; = 1. Observa-
mos que » . NPi=FP+Y ., /\im y, entonces,
S

B NP = Y AR,
=0 =1

Combinando esto con las propiedades de puntos y vectores con la linealidad de 7

se tiene
e

FONP) = f(Py) + f(Po)f Z)\P fP)+ T (B S NP) =
1=0 =0

F(Po) + 7(2 NPBoP) = f(Py) + in?uﬁ) -
f(Py) + Z (P (B = Z Nif (P,

luego f conserva las combinaciones afines y, por tanto, es una aplicacion afin.
O

Observaciéon 2.1.4. La aplicacion lineal ? se denomina aplicacion lineal asociada a f
y no depende del punto P. Se cumple que, para cualesquiera Q,R € A, ¥ € V,

F(@QB) = F(Q (&)

FQ+7)=fQ)+ 7
En efecto, si llamamos S := Q + U, entonces ? = ? Cﬁ = (S;, por lo que

fQ+7) = Q)+ f(@Q 53—f ).

Ejemplo 2.1.5. Sea f : Ai — AR, tal que

y

flz,y,2) = Br—y+22—1,2x+ 2+ 2).
Sea la aplicacion lineal 7,
7(:B,y, z) = 3z —y+ 22,2z + 2).
El punto 0 := (0,0,0) € A3 tiene por imm_g_e)n f(0) = (=1,2) € A%. Sea otro P € A3,

con coordenadas P = (z,v, z), con lo que 0P = (x,y, 2) € R3. Por tanto,
—_—

F@P) = £(P) — F(0) = f0)(P)

y f es afin con aplicacion lineal asociada 7
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La siguiente proposicion recoge las propiedades més importantes de las aplicaciones
afines.

Proposicién 2.1.6. 1. Sean f : A — A, g : A — A" aplicaciones afines con
aplicaciones lineales asociadas Y 7 La composicion g o f es una aplicacion
afin, con aplicacion lineal asociada go f = 7 o

2. Una aplicacion afin f : A — A’ es inyectiva (resp. sobreyectiva, biyectiva) si y
solo si su aplicacion lineal asociada ? es inyectiva (resp. sobreyectiva, biyectiva)

3. Dadas f; : A — A’ aplicaciones afines y escalares \; con Y ;_o A\; = 1. La combi-

nacion afin

,

E Aifi

i=0
es una aplicacion afin con aplicacion lineal asociada dada por la correspondiente
combinacion afin de aplicaciones lineales, > . A; f; .

Demostracion. 1. Si tanto f como g preservan las combinaciones afines, su composi-
ciéon g o f también, por lo tanto es afin. Ademaés,

(gof 31% —(gof P<gof><Q5=g<f<P>>g<f<@>3:
TP 3 — (7o F)(PO).

2. Dados P,@Q € A se tiene que f(P) = f(Q) siy solosi 0 = f(P)f(Q) = ?(1@),

lo que garantiza la equivalencia entre la inyectividad de f y

- —
Si f es sobreyectiva y tomamos P',Q" € A’ con v = P'Q), sean P,QQ € A con
f(P)=P'y f(Q) =Q y tenemos que

F(PG) = F(P)f(@) = PQ.

—
Si 7 es sobreyectiva y tomamos P’ € A" y un punto O € A, el vector f(O)P’

—
tiene una preimagen ¥ tal que 7(7) = f(O)P'. Entonces el punto P := O + o
verifica

F(P) = O+ ) = J(0) + T (@) = f(0) + [(O)P = P'.
La equivalencia para f y 7 biyectivas es consecuencia de las dos anteriores.

3. Usaremos la Proposicién 2.1.6 para probar que la aplicacién ?(1@) = f(P)f (Q)

es lineal e igual a la combinacién afin de aplicaciones lineales. En efecto, dados

P.Q e A,
— F(P)(Q) = fo@ foz
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Reorganizando los puntos, la expresion es igual a
T T _>
Z)\ifi(P)fi(Q; =Y \fi (PQ).
i=0 i=0

que es una aplicacion lineal que coincide con la combinacién afin indicada.

]

Una propiedad deseable para aplicaciones entre espacios en matematicas es que con-
serve la estructura de subespacio. Esto es lo que prueba la siguiente proposiciéon.

Proposicion 2.1.7. Sea f: A — A" una aplicacion afin y B C A un subespacio afin
tal que B=P+ W, con P € B yW C V. Entonces se verifica que

F(B) = f(P)+ £ (W)

y, por tanto, f(B) es subespacio afin de A" con direccion 7(W)

Demostracion. En efecto,
fB)={f(Q:QeB}={f(P+B): T eW}={f(P)+ [(B): B eW}=

F(PY+ {F(@): @ eW}=f(P)+ f(W).
]

Definicién 2.1.8. Una aplicacién afin biyectiva entre dos espacios afines A y A’ deno-
mina isomorfismo afin. En caso de que A = A’ diremos que f es una afinidad.

Observacién 2.1.9. Se puede demostrar que si f es una afinidad, su inversa f~!: A —
A es también una afinidad. Usando las propiedades de la Proposicién 2.1.6 podemos
concluir que las afinidades forman un grupo con la operaciéon de la composicion, que se
denota por GA(n,K). Este grupo es isomorfo al producto semidirecto K x G'L(n,K) C
GL(n+ 1,K).

Una aplicacién lineal sobre un espacio vectorial de dimension n queda completamente
determinada especificando las imagenes de los n vectores de cualquiera de sus bases, ya
que el resto de los vectores quedan prescritos mediante las combinaciones lineales que
son preservadas por una aplicacion lineal. Siguiendo el paralelismo, una aplicacién afin
sobre un espacio afin de dimension n quedara determinada por completo especificando
la imagen de los n 4+ 1 puntos de una referencia afin.

Teorema 2.1.10. Sea A un espacio afin de dimension n y sea R, = {Py, P1,..., Py}
una referencia afin de A. Si A’ es otro espacio afin y Qo, Q1,...,Q, € A’ existe una
unica aplicacion afin f: A — A’ tal que f(FP;) = Q;, i =0,1,...,n. Ademds

» 57 los puntos QQ; son afinmente independientes entonces f es inyectiva.
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= Si los puntos Q; son afinmente generadores de A’ entonces f es sobreyectiva.

= 57 los puntos Q; son una referencia afin de A’ entonces f es biyectiva y, por tanto,
un isomorfismo afin.

Demostracion. Como R, es referencia afin de A, cualquier punto P € A se puede
escribir de forma tinica como combinacién afin de los puntos P;, es decir, P = Y"1 A\, P;.
Definimos la imagen de P por f como

=D Qs
=0

y obtenemos directamente que f es afin, ya que conserva las combinaciones afines:

= FOQ_NP) =D NQi= Y Mf(P
=0 1=0 =0

y ademds f(P;) = @;. Cualquier otra aplicacién afin g : A — A’ que lleve g(P;) = Q;,
necesariamente conservard las combinaciones afines P =", \;P;, por lo que

= gD _\P) leg ZA@Z* ),
=0

por tanto g = f y obtenemos la unicidad.

= Supongamos que los puntos (); son afinmente independientes y sean los puntos
Ry =3 "o NPy Ry =37 (i P; € Atales que f(R;) = f(Rz). Entonces

f(fj AP = Zm ) 1o que equivale a Z \Qi = anuz@i.
1=0 1=0

=0

Los puntos ); son afinmente independientes, luego forman una referencia afin del
subespacio afin V({Qy,...Qn}) C A’ y, puesto que las coordenadas baricéntricas
de f(R1) = f(R2) respecto de esta referencia afin son tunicas se tiene que \; = p;
para todo i = 0,1,...n. Entonces R; = Ry lo que garantiza la inyectividad de f.

= Si los puntos @); son afinmente generadores de A"’ y R € A’ se tiene que R =
Yo AiQi, una combinacién afin que expresa R en funcién de los Q;. Definiendo
P :=3"" AP, la definicién de aplicacién afin garantiza que

=fO_NP) =D Nf(P)=> XNQi=R,
=0 =0 =0

luego f es sobreyectiva.
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= Como una referencia afin es un conjunto de puntos afinmente independientes y
generadores, si los @); son referencia afin de A’ la aplicacién f es inyectiva y so-
breyectiva, por tanto biyectiva.

[]

El Teorema 2.1.10 nos permite estudiar qué tipo de transformaciones afines podemos
tener en casos sencillos, como por ejemplo el plano afin.

Sean By, Py, P, € AZ afinmente independientes y sean Qq, Q1, Q2 € A%. Especifican-
do que cada P, se transforma por f en f(P;) = @Q; tenemos definida una tnica aplicacién
afin de AZ en AZ. Si los puntos Qp, Q1, Q> son afinmente independientes (i.e. son otra
referencia afin de A%), entonces f es biyectiva y, por tanto, una afinidad. Si los puntos
Q; son afinmente dependientes, entonces bien estédn alineados (en cuyo caso la imagen
de f es la recta en A% que los contiene), o son los tres iguales (en cuyo caso la imagen
de f es el punto Qy = Q1 = Q).

Obsérvese que la imagen de un cuarto punto P3 € AZ queda totalmente especificada
por f, ya que podemos escribir P3 como combinacion afin inica de los Py, Py, P». Dicho de
otro modo, la libertad para escoger una aplicacion afin de un espacio afin de dimension
n abarca solo n + 1 elecciones, quedando el resto prescritas. Véase la analogia con
las aplicaciones lineales, donde la libertad para determinar una aplicacion lineal de un
espacio vectorial de dimension n reside en elegir las imégenes de n vectores de una base,
mas la regla de que el cero vaya al cero, como en cualquier aplicacion lineal, lo cual
suman n + 1 prescripciones también.

2.1.2. Representacion matricial de aplicaciones afines

Una vez introducidas las aplicaciones afines, el siguiente paso es dar una expresion
matricial que permita calcular de una forma sencilla y efectiva las imagenes de puntos
y subespacios.

Representacién en coordenadas cartesianas

Sean A A’ espacios afines de dimensiones n y m respectivamente. Sea f : A —
A’ una aplicacién afin con aplicacién lineal asociada 7 V—=V'yR. ={0;B},
R, = {O';B'} referencias cartesianas de A y A’ respectivamente. Sea P € A, con
coordenadas cartesianas * = (z1, ..., x,) respecto de R., y supongamos que f(P) € A’
tiene coordenadas cartesianas y = (y1, ... Yyn) respecto de R.. La relacién entre x e y

viene dada por
1y (1 0 1
yt B bt MBB’( ) !

Alfonso Zamora y Héctor Barge, ETSII UPM



CAPITULO 2. APLICACIONES AFINES 43

donde b = (by, ...

R.y M BB/(7) es la matriz de la aplicacion lineal asociada 7 respecto de las bases By
B
La matriz que relaciona ambos vectores es la matriz de f respecto a las referencias

cartesianas R., R.,
1 0
Mg i (f) =
rer. (/) <bt Mpps( ))

de tal modo que podemos escribir

(5) = M) () o v =t Ml 7)o

y xr

, by,) son las coordenadas cartesianas de f(O) respecto de la referencia

Demostracion. Sea P € A. Las coordenadas cartesianas de f(P) con respecto a R/, son
las coordenadas del vector O f(P) con respecto a la base B’ de V’. Las propiedades de

garantizan que

\
>

O'f(P} = 0'f(O) + F(O)f(P}) = O'F(O) + f (OP)
que en coordenadas cartesianas respecto a R,
y' =b+ MBB’(?) -z,

La unicidad se sigue de la unicidad de las coordenadas b’ y de la matriz MBB/(?). []

Sean R.1y Rz dos referencias cartesianas de A y supongamos que ; y &, son las
coordenadas cartesianas de un punto P € A respecto de R.; y Rc2. Del mismo modo
sean R, ; y R, dos referencias cartesianas de A’ y supongamos que y; e y, son las
coordenadas cartesianas de f(P) € A’ respecto de R, ; y R, ,. Usando las relaciones de
cambio de coordenadas cartesianas de la Proposicién 1.2.6, tenemos

1
Cry ey Mrearl, (f) - Oreares - (wg) = Cry\my, - Mrymes (f) - (t) =

1 1 1
C'R;ﬂ%’a2 : (yi) = (y;) = MRC,QR’C’Q(JC)' (@)

por lo que la relacion entre las matrices de f respecto de las distintas referencias viene
dada por las matrices de cambio de referencia cartesiana:

Cri re,  Mroary (f) - Crogren = Mr, w2, (f)-

C,

Obsérvese la analogia con la expresion que relaciona dos matrices de la misma aplicacién
lineal entre espacios vectoriales, respecto de diferentes bases.
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Siguiendo con la analogia, dadas aplicaciones afines f : A — A’y g: A" — A"
y referencias cartesianas R., R y R., respectivamente, es un ejercicio sencillo con las
matrices ver que

Mg, ru(go f) = Mg ri(9) - Mz, .z, (f),

es decir, la matriz de la composicién es el producto de matrices de cada aplicacion.

Representaciéon en coordenadas baricéntricas

Sea f : A — A’ una aplicacién afin. Consideremos las referencias afines R, =
{Po,Pr,...,P.}, R, ={Q0,Q1,...,Qm} de Ay A’ respectivamente. Sea P € A cuyas
coordenadas baricéntricas respecto de R, son A = (Ao, ... Ay), > 7_gA; = 1 y supon-
gamos que f(P) € A’ tiene coordenadas baricéntricas p = (Lo, ..., fm), D oo tti = 1
respecto de R.. De forma similar a como establecimos el cambio de coordenadas ba-
ricéntricas en la Seccién 1.2.3, cada f(P;) se expresa en términos de la referencia R,

CcOo1mo

f(P) = Z Qi
i=0

con ZZO a;; =1,7=0,1,...,n. Entonces, se tiene que
D Qi = f(P) = f(ZAjPJ) =Y Nf(P) = Z&-(Zai]@i) => (Zaz‘jkj)Qi
i=0 §=0 §=0 j=0 i=0 i=0  j=0

por lo que la relacién entre A y p viene dada por

t

t_ ai.) Y
B ( ) (m+1)x (n+1)

Denotaremos por
MRG,qu) = (%’j)

la matriz de f respecto de las referencias afines indicadas, cuyas columnas vienen dadas
por las coordenadas baricéntricas de f(P;) respecto de R.,.

De forma andloga al caso cartesiano, la relacién entre las matrices de una aplicacion
affn respecto de diferentes referencias afines Ra 1, Rep en Ay R, |, R, en A’ viene
dada por

(m+1)x(n+1)

CR;JR;Q ’ MRa,lR:lyl (f) ' CRa,2Ra,1 - MRa,2R;72(f)'

Asi como la matriz de la composicién de dos aplicaciones afines f : A — A"y g :
A" — A" respecto de referencias afines R, R, y R, es igual al producto de las
matrices correspondientes

Mz, rr(go f) = Mg =i(9) - Mz, r, (f)-
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Siguiento el paralelismo con los cambios de coordenadas al final de la Seccién 1.2, el
siguiente diagrama y las posteriores expresiones relacionan las matrices de una aplicacion
afin respecto de referencias cartesianas y baricéntricas:

A S, Al
P — f(P)
R. — R..
t z (1 ‘ y)t = Mr.x.(f)- (1 ‘ w)t Y )
N=M, (1|z) T T ou =M, (1y)
R — R,
A p' = Mg,z (f) - N 1

My Mgz, (f)- (1] m)t = M- (1| y>t = p' = Mgz, (f)- N = Mgz, (f)- M- (1] w)t-

Por tanto
Mgz, (f) = My, - Mg (f) - M, "

Mrr,(f) = M,," - Mg,ry (f) - M.

Ejemplo 2.1.11. Sean en A3 los puntos
P, =(1,0,1),P, = (0,0,1), P, = (2,1,0), Ps = (1,0, 2)
y los puntos
Qo= (0,1,0),Q:1 = (0,1,1),Q2 = (2,1,-1),@Q3 = (-1,1,0).
Los puntos Py, P;, Py, P3 forman una referencia afin de A3, ya que
{3 = BoPy = (=1,0,0), 3 = Ry = (1,1,—1), % == By Py = (0,0, 1)}
es una base de R3. Consideremos la referencia afin
R.=1{P,=(1,0,1), P, = (0,0,1), P, = (2,1,0), P = (1,0,2)}
y su referencia cartesiana asociada
Re={P = (1,0,1); o = (=1,0,0), v = (1,1,-1), 5 = (0,0,1)},

Por el Teorema 2.1.10, existe una tnica aplicacién afin f : A3 — A3 tal que f(P;) =
Qi,i = 0,1,2,3. Sin embargo, los puntos @y, @1, @2, @3 no forman una referencia afin
de A}, ya que

(T = Qo@1 = (0,0,1), 13 = QuQo = (2,0, —1), 73 := QuQs = (—1,0,0)}
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no es una base de R3, sino que son generadores del plano vectorial {y = 0}. Escogemos
Q% = (0,2,0). Se puede comprobar que

Ro={Qo=1(0,1,0),Q1=(0,1,1),Q2 = (2,1,-1), Q5 = (0,2,0)}
es una referencia afin con referencia cartesiana asociada
R = {Qo= (01,07 = (0,0,1), = (2,0, ~1), @' := QuQ} = (0.1,0)}.
Para poder representar matricialmente la aplicacién afin f respecto a las referencias

afines R, y R., nos falta conocer las coordenadas de f(P3;) = Q3 respecto de R..
Expresamos )3 como combinacién afin de los puntos de R/ :

3
(_L 170) = )\0(07 170) + /\1(07 17 1) + /\2(27 17 _1) + )\3(07270)a con Z)\’L = 17
=0

lo que da lugar al sistema

-1 = A2
1 = X +AM1 +A 42X
0 = A=A
1 = X +M +h +A3

con solucién (Ag, A1, A2, Az) = (2,—1/2,—1/2,0), que son las coordenadas baricéntricas
de Q3 respecto de R/,. Por tanto,

1 00 2
010 —1/2
00O 0

donde en cada columna aparecen las coordenadas baricéntricas de (g, @1, Q2 v @3 en la
referencia afin R/,. Obsérvese que el rango de la matriz es 3, luego el rango de ? que
coincide con la dimensién de su imagen es 2, lo que concuerda con el hecho de que los
puntos Qo, Q1,Q2 y @3, generan un plano en A3.

Para obtener la expresion de f respecto de las referencias cartesianas asociadas a las
referencias afines usamos

100 2 1]-1 -1 -1 1[0 0 0
010 —1/2 0f1 0 o |_([o0[1T 0 —1/2
001 —1/2 o0 1 o |ojo 1 —1/2
000 0 0j 0 0 1 0j0 0 0
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Para poder entender el comportamiendo de f, vamos a transformar su matriz en la
matriz respecto de la referencia cartesiana estdndar en A3:

Mgr.r.(f) = Crir. - Mz r.(f) - Cror. =

|
—

1[00 0 1[0 0 0

0/1 0 —1/2 1[-1 1 o _
0jo 1 —1/2] (o] o 1 o] —
0/0 0 0 {0 —-11

0 0 10 00 110 0 0
0 —1/2 1[-1r 10| _[1]0 1 -1
1 =12 oo 10| [1]0 0 0
0 0 ~1]0 11 1|-10 0

Observamos que Mg z.(f), obviamente, es una matriz del mismo rango que Mg z:(f).
Con esta representacién obtenemos que la imagen por f del origen 0 = (0,0, 0) es el
punto (1,1,1) y que la aplicacién vectorial asociada viene dada por

7(1’,@}, Z) = (y - 2707 _'T)

con lo cual
f($ay7z) = (y—Z+171,—l‘+1)

() ={, "

Es sencillo ver que

de dimensién 1.
Usando esta representacién también podemos calcular imégenes de subespacios. Sea
L la recta que pasa por el punto R = (0,0, 1) de direccién U = (1,1,0), es decir

L=R+L{W}=(0,0,1)+L£{(1,1,0)}.
Su imagen viene dada por
F(L) = F(R) + F(LIT]) = (R) + £ F ()},

Para calcular f(R) hacemos

1[0 0 0\ /1 1
1o 1 1| |o]| o
110 0 O o] |1
11-1 0 0 1 1
y para calcular ?(7) hacemos
0 1 -1 1 1
0 0 O 11=120
-1 0 O 0 -1
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con lo cual

f(L)=(0,1,1)+ £{(1,0,—1)}.

Por otra parte, si queremos calcular la imagen de la recta M, definida por las ecua-

ciones implicitas
x = -1
M
{ y —z = 2

observamos que la direccién de M es la del ntcleo de ?, por lo tanto esperamos que
la imagen de M por la aplicacion afin f sea de dimensién 0, luego un punto. Podemos
escribir M = (—1,2,0) + £{(0,1,1)}, y comprobamos que

1[0 0 0 1 1
110 1 -1 -11 13
170 0 O 2 1 |1
11-1.0 0 0 2
y para calcular ?(7) hacemos

0 1 -1 0 0

0 0 O 1]=10

-10 0 1 0

con lo cual
(M) = (3,1,2) + £{(0,0,0)},

luego f(M) es el punto (3,1,2). Se puede comprobar como, escogiendo cualquier otro
punto de M, la imagen por f es el mismo punto (3,1, 2).

2.1.3. Puntos fijos y subespacios invariantes

En el estudio de las aplicaciones afines de un espacio afin en si mismo, juega un
papel esencial el calculo de los puntos fijos y de los subespacios invariantes igual que los
vectores propios (que dan lugar a direcciones y subespacios lineales invariantes) en los
endomorfismos lineales.

Definicién 2.1.12. El conjunto de puntos fijos de una aplicacién afin f: A — A es
Fix(f)y={P € A: f(P)= P}.
Si Fix(f) es no vacio, es un subespacio afin de direccién

Fix(f) = Ker(f — Idy)

Supongamos que existe P € Fix(f). Para todo @ € Fix(f) se verifica

Q=P+PQ=[(P+PQ)=f(P)+ [ (PG) =P+ [ (PG).
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Entonces se tiene que ]@ = ?(1@), y el vector I% es un punto fijo de la aplicacién
lineal asociada 7, por lo tanto

PG € Ker(f — 1dy).

Dada una referencia cartesiana R. de A, el conjunto de puntos fijos (en coordenadas
cartesianas respecto de esa referencia) se puede calcular resolviendo el sistema

(M)~ 1) - (1) =0 21

Definicién 2.1.13. Un subespacio afin B C A es invariante por una aplicacién afin
f:A— Asi f(B) C B.

Observacién 2.1.14. En particular, el conjunto de puntos fijos de f, si es no vacio, es
un subespacio invariante.

La siguiente proposicion caracteriza los subespacios invariantes de un espacio afin.

Proposicion 2.1.15. Un subespacio afin B = P + W es invariante para f si y solo si
W es invariante para 7 Yy Pf(P; e W.

Demostracion. Si B es invariante entonces f(P) € B. Como consecuencia el vector
W une dos puntos de By, por tanto, Pf(P) € W. Por otro lado, como f(B) =
f(P)+ 7(W) C B, la direccién de f(B), que es 7(W), verifica que 7(W) c W, por
lo que W es invariante para f .

Reciprocamente, sea () = P + 1@ € B. Entonces

£(Q) = f(P)+ f(PQ) = P+ Pf(P) + f (PQ) € B,

y B es invariante. 0

En particular, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.16. Una recta afin L = P+ L{V} es invariante si y solo si L{U} es
invariante por 7 (que equivale a que U sea vector propio de ?) y Pf(P; S 5{7}, es
decir Pf(P; es miltiplo de U .

Proposicion 2.1.17. Sea R. una referencia cartesiana de un espacio afin A y sea
[+ A— A una aplicacion afin, con matriz respecto de dicha referencia Mg g, (f). Los
hiperplanos invariantes de A vienen dados por la ecuacion

<MRcRa<f)t — A fn+1) b =0,
donde las soluciones b = (by, by, ..., b,) representan la ecuacion de un hiperplano
bo + byzy + -+ bz, =0,

en coordenadas cartesianas respecto de R..
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Demostracion. En coordenadas cartesianas respecto de R, un hiperplano H de ecuacion
b-(1]x) =0
es invariante por f si, para cada P € H, con coordenadas x, se cumple
b- Mz (f)-(1]2) =0.

Como todas las ecuaciones de H son multiplos unas de otras y la expresién anterior (si
no es nula) define una ecuacién de H, entonces

b-Mr.r.(f)=X-b
lo que, trasponiendo, nos da la expresion del enunciado. O

Los dos resultados anteriores permiten calcular todos los subespacios afines invarian-
tes en aplicaciones afines de espacios A con dimensién menor o igual que tres. En efecto,
los posibles subespacios invariantes serdn puntos (fijos), rectas o planos (hiperplanos).

Ejemplo 2.1.18. Sea f: A} — A3 la aplicacién afin
f(w1, 20, 23) = (11 — 22 + 1,00 — 23+ 1,21 — 73)

cuya matriz respecto de la referencia cartesiana canénica viene dada por

1[0 0 0
171 0 1
0,0 -1 -1

Para calcular sus puntos fijos resolvemos el sistema
1
(MRCRC(f) - I4> : (mt) =0

1 +z3 = 0
Fix(f): ¢ 1 —x4

que viene a ser

I
o

—T2 —2563 = 0

cuya tnica solucién es Fix(f) = {(1,2,—1)}.
Para calcular los hiperplanos invariantes by + b1x1 + bexs + bgxrs = 0 resolvemos el
sistema,

(Mror (5 = A1) b =0

que equivale a

(1 - )\)bo +b1 +b2 - 0
(1 - )\)bl —b2 - 0
(1= \)bs —bs = 0
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Los valores A son valores propios de la matriz Mg, %, (f), cuyo polinomio caracteristico

LV - L)

Sustituyendo por A = 1 en el sistema no existen soluciones de hiperplanos no triviales.
Si sustituimos por A = 0 encontramos el hiperplano invariante

POA) = A1 =)= N+ A+1)=-\1-N(\-

{171 +ZL‘2 —I— T3 = 2}
Para las otras dos raices del polinomio caracteristico obtenemos los hiperplanos

3+5 1-+5 4

5 T 5 $2+LE3:1_\/5
3—v5 +1+\/5 N 4

X X LTaq — .

9 1 9 2 3 14_\/5

2.2. Algunas aplicaciones afines

Dar una clasificacién exhaustiva de todas las aplicaciones afines de un espacio afin A
en si mismo es complicado. En esta seccién vamos a estudiar distintos tipos particulares
de aplicaciones afines, determinando sus puntos fijos y sus subespacios invariantes. En
toda la seccién, A sera un espacio afin de dimension n y direccién V', y las aplicaciones
f A —> A seran afines.

2.2.1. Traslaciones

Dado ¥ € V', definimos la traslacion de vector o, denotada por T como

T: A — A
P +—s P+

Se trata de una aplicacion afin ya que, dados P, Q) € A,

7 (PO) = — P+ )Q+ T) =P

por lo que su aplicacién lineal asociadada es la identidad, 7 = Idy. Sea R, = {O; B}
una referencia cartesiana de A. Como 7(0) = O + 7, las coordenadas cartesianas
a = (ay,...,a,) de 7(0) respecto de R, son las coordenadas de ¥ respecto de la base
B. Por tanto, la matriz de 7 respecto a la referencia cartesiana R. es

110
Mg r.(T) = (at In)
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La inversa de una traslacién de vector ¥ es la traslacién de vector —7, que tiene como
matriz asociada respecto a R,

1 10
MRCRC(T) = (_at [n> .

Si v # 0, una traslacion 7 no tiene puntos fijos. Los subespacios invariantes serdan de
la forma B = P+ W con W C V invariante (lo que se cumple siempre ya que T = Idy)
y tales que P (P ) € W, lo que equivale a ¥ € W. Por tanto B es un subespacio afin
invariante de una traslacién si el vector de traslacién U estd contenido en su direccién
wW.

Una propiedad importante de las traslaciones es que llevan rectas en rectas paralelas
a ellas y, por tanto, conservan el paralelismo entre subespacios de A. En efecto, si
L=P+ C{W}, su imagen trasladada es

7(P+ L[W]) = 7(P) + 7(L[W]) = P+ ¥ + L[W]
que es la recta paralela a L por el punto () := P + .

Observacién 2.2.1. Si consideramos un espacio vectorial V' sobre K con su estructura
de espacio afin estandar A podemos entender una aplicacion afin f : A — Af como
la composicién de una aplicacién lineal y una traslacién de vector ¥ = f(0),

f:TO?.

En efecto, dado P € A%,

f(P) = fO)+ TOP) = fO)+ F(P—0)=T + F(P)

interpretando al final P como vector de V.

Si f(0) =0, entonces f = f y podemos interpretar una aplicacién lineal como una
aplicacion afin que lleva el origen en el origen.

Ejemplo 2.2.2. En A2, consideramos la traslacién 7 : AZ — A2 de vector ¥ = (3,1).
Como vemos en la Figura 2.2.2, la imagen por 7 del punto P = (2,3) es Q := P + .
Los subespacios invariantes por 7 son aquellos cuya direcciéon contiene al vector o
como, por ejemplo, la recta L := {x — 3y = 3}, cuya direccién es la recta vectorial
{z—3y = 0} + L[V]. Respecto de la referencia cartesiana esténdar, la matriz de 7 viene
dada por

110 0
Mg, z..(T)= (3|1 0
110 1
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Figura 2.1: Traslacién en A2 de vector ¥ = (3,1) y recta L : {x — 3y = 3} invariante.

2.2.2. Homotecias

Dado un punto C' € B y un escalar A € K, tal que A # 0, 1, definimos la homotecia
de centro C' y razén A\ como la aplicacion

n: A — A
P —s C+\CP

Se trata de una aplicacion afin ya que, dados P, Q) € A,

7 (PQ) = n(Pyn(Q) = (C + A\CP)(C + \CQ) = APO

por lo que su aplicacién lineal asociadada es 7 = Aldy. Respecto de la referencia
cartesiana R, = {O; B}, como

N(0)=C+ 00 =0 +0C + 200 =0+ (1—NOC,

las coordenadas cartesianas de f(O) respecto a R, son (1 — A)a, donde a = (ay, ..., a,)
son las coordenadas del centro C'. La matriz de n respecto a la referencia cartesiana R.

s Mgz (1) = ((1 _1)\)at )\(1]‘)

La inversa de una homotecia de centro C'y razoén A es la homotecia de centro C'y razén
A~1 con matriz, respecto a R,

M) = (= i)
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Es sencillo comprobar que el producto de ambas matrices es la identidad, por lo que las
aplicaciones son una inversa de la otra.

Observacién 2.2.3. La razén por la cual excluimos los valores 0 y 1 es porque, para
A = 0 obtenemos la aplicacién constante que lleva cualquier punto a C. Para A =1 la
aplicacion es la identidad en el espacio afin A. Si A = —1 obtenemos un caso especial de
homotecia que es la simetria central respecto a C, que refleja cada punto de A respecto
al centro C.

Para estudiar los puntos fijos de una homotecia resolvemos el sistema (2.1),

(st 1) (30) = (=t o=mm) - (31) =

que equivale a

(1-XNa'=(1-Nz' siysolosi a' =z

y el tnico punto fijo es el centro C' de coordenadas a.

Por otra parte, los subespacios afines invariantes son aquellos que contienen al centro
C. En efecto, supongamos que B = P + W C A es invariante. Cualquier subespacio
vectorial W C V es invariante para 7 = Aldy, por lo que la tinica condicion sera que

Pn(P; € W. Pero si se tiene que

P(P} = P(C+ACP) = (1 - NPC e W

entonces necesariamente ﬁ € Wy, por tanto, C' € B. Que la pertenencia de C' a B es
suficiente para que B sea invariante es un ejercicio sencillo.

Las homotecias conservan la propiedad de paralelismo entre subespacios afines, ya
que la aplicacién lineal asociada es una homotecia vectorial donde todos los vectores son
propios (de valor propio A). En efecto, si B = P + W es un subespacio afin, su imagen
por una homotecia es

n(B) = n(P)+ 7 (W) = n(P) + Ady (W) = n(P) + W
que es un subespacio paralelo a B, de la misma dimension.

Observacién 2.2.4. Las traslaciones y homotecias forman un subgrupo del grupo de
aplicaciones afines GA(n,K). En efecto, por la Proposicién 2.1.6 1., las aplicaciones
lineales asociadas resultantes de componer traslaciones con traslaciones son traslaciones
(de vector la suma de vectores), de componer traslaciones con homotecias son homotecias
(de centro trasladado), y de componer homotecias con homotecias son homotecias (de
razon el producto de las razones).

Si componemos una homotecia 7; de centro Cy y razén A; con otra homotecia 7, de
centro Cs vy razén Ay, con A - Ay # 1, la aplicacion afin 7y o 177 es una homotecia de
centro

1-— )\2 —_—

Cy + T )\1)\20102
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y razon Ap - )\Q.E_ne>l caso de que Aj - Ay = 1, la composicién 75 o n; es una traslacion de
vector (A — 1)C1Ch.

Obsérvese que la composicién de una traslacién con una homotecia no conmuta, por
tanto este subgrupo no es abeliano.

Ejemplo 2.2.5. Consideremos en A% la homotecia 1 : A2 — A2 de centro C' = (4, 3)
y razén A\ = 2. Como vemos en la Figura 2.2.5, la imagen por 1 del punto P = (4,4) es

n(P):=C+X-CP = (4,5).

Los subespacios invariantes por 7 son aquellos que contienen al centro, como por ejemplo
la recta B := {3z — 4y = 0}.
Respecto de la referencia cartesiana estandar, la matriz de n viene dada por
170 0
Mg, w..(n)=1-4|2 0
-310 2

La homotecia conserva direcciones, por lo que la imagen de la recta L : {x +y = 5}
es otra recta paralela n(L) : {x +y = 3}, ambas con direccién L[(1,—1)].

W(P)=P+\-CP
[ ]

cr

C (=2

Figura 2.2: Homotecia en A% de centro C' = (4,3) y razén A = 2. Larecta B : {3z —4y =
0} es un subespacio invariante porque contiene al centro de la homotecia. La imagen de
la recta L : {x +y = 5} es otra recta paralela n(L) : {z +y = 3}.

Ejemplo 2.2.6. En la recta afin real A}, la matriz (respecto de la referencia canénica
estandar) de una afinidad es de la forma

110
MRc,cRc.e (77) = (b >\> .
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con A # 0. Si A = 1 se trata de una traslacién de vector b € R (en el caso particular
b = 0 se trata de la identidad). Si A # 1 se trata de una homotecia de centro ¢ € R
con (1 —=X)-c =0, luego ¢ = (13,\)' Por tanto, las afinidades de la recta son siempre
traslaciones u homotecias.

2.2.3. Proyeciones

Sean B C A un subespacio afin con direccion W C V, y sea U una direccion
complementaria en V', es decir, tal que W @& U = V. Definimos la proyeccion sobre B
paralela a U como la aplicacién

T: A — A
P — BN(P+U)

Esta aplicacién estd bien definida ya que BN(P+U) es un tnico punto. Si BN(P+U) = (),
como W y U son complementarias verifican que W N U = {0}, por lo que aplicando la
formula de Grassmann tenemos

dim B+(P+U) = dim B+dim(P+U)—dim(WNU)+1 = dim W+dim U+1 = dim A+1

y la dimensién de la suma de subespacios excederia la del espacio ambiente, lo que
es imposible. Por tanto B N (P + U) # () y, entonces, es una subvariedad afin con
direccién la interseccién de sus direcciones W N U = {0}, luego tiene dimensién cero vy,
por consiguiente, es un punto @ := 7(P) = BN (P + U).

La proyeccién es una aplicacion afin. En efecto, sean P € By Q € A. Como P €
BN (P +U) se tiene que P es fijo por 7, es decir, 7(P) = P, y

PG = Pr(Q) + 1(Q)Q,

donde el primer vector de la suma pertenece a W (ya que Py 7(Q) pertenecen a P+W)
y el segundo pertenece a U (ya que tanto m((Q)) como ) pertenecen a @ + U). Como
W @ U =V la anterior descomposicion es la descomposicién en suma directa del vector

PQ y su imagen es

#(PG) = m(P)m(Q) = Pr(Q).

Por tanto ,m es una aplicacion afin cuya aplicacién lineal asociada 7 es la proyeccion
lineal sobre W con direccion U que a cada vector T eV tal que U = W + U tnicos
con W eW, W eU,le asigna

(V) =.

Dada una referencia cartesiana

Rc = {O)B = {wl,..-,wd,U1,...,un_d}},
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donde O € B, {wy,...,wyq} es una base de Wy {uy,...,u,_4} es una base de U, la
matriz de 7 respecto de R. viene dada por

1] 0
;10
O(To

Mg r.(7) =

Véase que una proyeccién no es una afinidad (su matriz no es invertible). Sin embargo,
una propiedad de las proyecciones es que son idempotentes ya que m o m = 7. Se puede
demostrar el reciproco, al igual que en el caso vectorial, es decir, que una aplicacion afin
idempotente es necesariamente una proyeccion.

Los puntos fijos de una proyeccién son las soluciones del sistema (2.1)

1 0 0 1
<MRR<7T> — In+1> : (azt) =10 0] 0 . (aﬂf) =0
0— n—d
que equivale a
Tapr ==y =0

0, lo que es lo mismo, P es punto fijo si y solo si O? e W, lo que equivale a P € B.
Por consiguiente, los puntos fijos de una proyeccién sobre B son todos los puntos del
subespacio afin B.

Usando la Proposicién 2.1.15, los subespacios invariantes C' C A verifican que su
direccion Y C V es invariante para 7. Los subespacios Y C V que verifican esta
condicién son aquellos que se pueden escribir como Y = Yy @ Yy, donde Yy, C W,
Yy € U. Como la imagen de un subespacio C' esta contenida en B, si C' es invariante
necesariamente C' C B # (). Entonces podemos suponer que B=P+W yC=P+Y,

P € CN B,y laotra condicién para que C sea invariante, Pr(P) = ﬁ’ €Y, se verifica
trivialmente. Por tanto los subespacios invariantes son de la forma C' = P+ (Y @ Yy),
con P € B, Yy C WeYy CU. Esto incluye subespacios C' C B (subespacios de puntos
fijos, cuando Yy = {0}), y subespacios de direccién paralela a U por un punto de B
(cuando Yy = U, entonces U C Y, o cuando Yy = {0}, entonces Y C U), aunque
existen més casos (cuando una base de Y combina vectores de Wy U).

Ejemplo 2.2.7. Consideremos en A% la proyeccién m : A3 — A% con base B =
{—2 + 2y = 2} y direccion U = £{(1,2)} : {—22 + y = 0}. Como se aprecia en la
Figura 2.2.7, la imagen por m del punto P = (3,4) es la interseccién de C' = P + U
con B, el punto 7(P) = (2,2). La recta C' es invariante por 7 ya que corta a By lleva
la misma direcciéon que la de la proyecciéon U. En este ejemplo los tinicos subespacios
invariantes son todas las rectas paralelas a C' (todas con la misma direccién U y que
proyectan en el punto interseccién con B) ademéds de B (o cualquier punto contenido en
B, obviamente).

Como el punto (0,1) € B, la direcciéon de B es W = L{(2,1)} y U = L{(1,2)},
respecto de la referencia cartesiana

R.= {(07 1)§ (27 1)7 (1’2>}
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la matriz de 7 viene dada por

Mg g (T) =

S O -
o = O
o OO

R2

-1 w -1

Figura 2.3: Izquierda, proyeccién en A% con base B : {—x + 2y = 2} y direcciéon U =
L{(1,2)} : {—2x+y = 0}. Larecta C : {—2x+y = —2} es invariante asi como cualquier
recta paralela a ella. Derecha, subespacios vectoriales W @ U = R2.

2.2.4. Simetrias

Una vez hemos definido la proyeccién w respecto de B C A paralela a U, podemos
definir una simetria con los mismos elementos. Recordamos que la direccién de B es un
subespacio vectorial W C V tal que W & U = V. Definimos la simetria sobre B paralela
a U, denotada por o como

o A — A
P — 7(P)+Pr(P)’

que estd bien definida por estarlo la proyeccién 7.
La simetria también es una aplicaciéon afin porque, dado un punto P € B y otro
punto ) € A, tenemos la descomposicién

PG = Pr(Q) + (@)
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como vefamos en la proyeccién, en vectores de W y U con W @& U = V. Como el punto
P € B es fijo por la simetria tenemos

7(PQ) = o(P)o(Q) = Po(Q) =
P(r(Q) +Qr(Q)) = Pr(Q) + Qr(Q) = Pr(Q) ~ 7(Q)6.
Por lo que o es aplicacién afin con con aplicacién lineal asociada ?, la simetria lineal

respecto de W con direccion U, que a cada vector U eV tal que VU = W+ U tnicos
con W eW, W eU,le asigna

(V) =T -7,

Notese ademas que o = 27 — Id4 v que 7 =27 —Idy.
En la referencia cartesiana de la proyeccién

Re={0;B={wy,...,wg,uy,...,Uun_q}},

donde O € B, {wy,...,wq} son base de Wy {uy, ..., u,_4} son base de U, la matriz de
o respecto de R, viene dada por

1 0
1y 0
0 07 —in—d

Mg r.(0) =

que es una matriz invertible con inversa ella misma. Por tanto las simetrias son afinidades
cuya inversa es ella misma, o o 0 = Id4, es decir, son nvoluciones. Como en el caso de
las proyecciones se puede demostrar que, reciprocamente, cualquier involucion afin es
una simetria.

Con ayuda de la ecuacién (2.1) obtenemos los puntos fijos de una simetria

1 0 ‘ 0 1
(Mr.r.(7) = Ls1) - (wt) = N (wt) -0
0] —-2-1,4
que equivale, como en la proyeccién, a
Tapr = -+ = Tn =0,

luego los puntos fijos de una simetria sobre B son también todos los puntos del subes-
pacio afin B.

Para el calculo de los subespacios invariantes se usa un tratamiento similar a las
proyecciones. Dado un subespacio invariante C' € B su direccién Y debe poderse escribir
como Y = Yy @ Yy, donde Yy C W, Yy C U. La otra condicién es que QU(Q; ey,
para todo ) € C. Pero esta condicién equivale a

Qo(Q) = Q(n(Q) + Qn(Q)) =2- Qn(Q) € Y,
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que es la misma condicién que para las proyecciones. Por tanto, los subespacios invarian-
tes para una simetria respecto de B con direccion U son los mismos que los de una pro-
yeccién sobre el mismo subespacio con la misma direccién, es decir, C' = P+ (Y @ Yy ),
con Pe B, Yy cWeYyCU.

Finalmente diremos que, dependiendo de la dimensién de B, una simetria es central
si B es un punto , axial si B es una recta, o especular si B es un plano. Observa que
una simetria central respecto a un punto B coincide una homotecia de centro B y razon

A=—1

Ejemplo 2.2.8. Continuando con el Ejemplo 2.2.7, consideremos ahora la simetria o :
A% — A2 respecto de B : {—x + 2y = 2} cion direcciéon U = L[(1,2)] : {—2x +y = 0}.
En la Figura 2.2.8 podemos ver que la imagen del punto P = (3,4) es la suma del
punto P con el doble del vector PW(P;, tal que o(P) = (1,0). Se observa como o(P)
es, efectivamente, el simétrico de P respecto de B, siguiendo la direccion U. La recta
C también es invariante por ¢ como lo era por la proyecion m, y cualquier otra recta
paralela a C' también lo es.

Tomando la misma referencia cartesiana con origen el punto (0,1) € B, y vectores
(2,1) e W (1,2) e U,

R.= {(07 1); (27 1)> (17 2)}

la matriz de o viene dada por

110 0
MRc,eRc (7T) = O 1 0
00 —1

Ejemplo 2.2.9. Sea B C A3 el plano de ecuacién B : {z —y+2z = 3} y sea el subespacio
vectorial U = L[(0,1,0)]. Sea 7 la proyeccién sobre B con direccién U. La direccién de
BesW:={r—y+2z=0}=L[(1,1,0),(0,1,1)] (véase que W & U = R3), y un punto
de B es P =(3,0,0). Por tanto, respecto de la referencia

Rc = {(37070); {(17 170)? (07 17 1)7 (O’ 1’0)}}

la matriz de la proyeccion viene dada por

Mg, r (T) =

Si queremos construir la simetria respecto del mismo plano B con direccion U, respecto
de la misma referencia R., su matriz viene dada por
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Figura 2.4: Simetria en A% respecto de B : {—z + 2y = 2} y direccién U = L[(1,2)] =
{—22 +y = 0}. La recta C' : {—22 +y = —2} es invariante asi como cualquier recta

paralela a ella.

Aplicacion afin f Elementos 7
Traslacion T Vector v # 0 7 =Idy
. Centro C'y B
Homotecia n razén A £ 0.1 7 =\-Idy
., 7w = Idw
Proyeccion s ?’ _ 0
Base B = P + W y direccion %| z T
Simetria o UcomWeaolU=V oW
y 7|U = — IdU
Aplicacién afin Inversa Puntos fijos Subespacios invariantes
., _ B con direcciéon W'y
1 _
Traslacién (r9) t=71_% 0 > ew
Homotecia | (no) ™' = nea—t C Bcon C €B
Proyeccién No tiene B C=P+ (Y @®Yy) con
Simetria cl=0o PeByYyCcW,YyCU

Cuadro 2.1: Resumen de propiedades de algunas aplicaciones afines distinguidas.
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s n(X)
g )
& S 1
3 Jo b
C
jlo o [ -
(a) Traslacién de vector ¥. (b) Homotecia de centro C'y razén A = 3.
8
o(X)
6 Ll
4 X
P B O O -
[ ]
.| O O
m B 3 5 ; ; 5 3
-2 0 2 4 6 8 10 12 w(X)
-2 N
U
(¢) Simetria central respecto de B. (d) Proyeccién sobre B con direccién U.

(e) Simetria respecto de B con direcién U.

Figura 2.5: Transformaciones afines de una misma figura.
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2.3. Razén simple

Finalizamos este capitulo con la exposiciéon del concepto de razén simple de tres
puntos alineados. Esta nocion serd el invariante que caracterizara las afinidades.

Definicién 2.3.1. Dados puntos P, (), R € A alineados, con P # @, la razon simple de
P,Q y R, denotada por [P, Q, R] := X es el tnico escalar \ tal que PR = X\ - PQ.

PR =\ -PQ

Figura 2.6: Razén simple A = [P, @, R] de tres puntos alineados.

En la Figura 2.3 podemos observar cémo el valor de la razon simple varia dependiendo
de la posicion relativa de R respecto a los puntos P y (). En particular, la razén simple
es A= % cuando R es el punto medio del segmento que une Py Q).

Te

A<0 0<A<1 Q A>1

Figura 2.7: Razén simple A = [P, @, R] dependiendo de la posicién relativa de R respecto
aPyaQ.

Lemma 2.3.2. Dados P,Q, R pertenecientes a una recta L, P # @Q, existe un unico
isomorfismo afin f: L — AL que lleva f(P) =0, f(Q) =11y f(R) =)= [P,Q,R).

Demostracion. Como P # Q, R, = {P,Q} es una referencia afin de la recta L. Como
Rae = {0,1} también es una referencia afin de A}, por el Teorema 2.1.10, existe un
tnico isomorfismo afin f tal que f(P) =0y f(Q) = 1. Ahora,

F(R) = £(P)+ F(PR) =0+ TOPQ) = 0+ Af(P)F(Q) = 0+ AT = A
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Como muestra la siguiente proposicion, las afinidades preservan la razén simple.

Proposicién 2.3.3. Sea f : A — A una aplicacion afin tal que su restriccion f|g :
L — L' a una recta L es un isomorfismo afin . Sean P,Q,R € L, f(P), f(Q), f(R) €
L', y supongamos que f respeta el orden de los puntos. Entonces, se conserva la razon
simple

[P,Q, R] = [f(P), f(Q), f(R)].

Demostracidén. Por el Lema 2.3.2; existen isomorfismos afines g : L — AL h: L —
A que llevan g(P) = 0, g(Q) = 1, g(R) = A = [P,Q. R, y h(f(P)) = 0, h(£(Q)) = 1.
h(f(R)) =X = [f(P), f(Q), f(R)]. Como la composicién ho f lleva Pa0 € Al y Q a
1 € Al y {P,Q} son referencia afin de L, ho f estd completamente determinada por la
imagen de estos dos puntos y, por tanto, h o f = g. Entonces se tiene que

[P,Q, Rl = A=g(R) = (ho [)(R) = h(f(R)) = X = [f(P), f(Q), f(R)].
O

Observacion 2.3.4. El hecho de que las afinidades conserven la razén simple es conse-
cuencia directa de la linealidad de la aplicacién asociada. La razon simple de P, Q, R €
L C Aes,si P# @, el unico A tal que ]@ =\ ﬁ En términos de una referencia

cartesiana R, = {O; B},
00 — OP = - (Ok — OP)

Ahora sea f una aplicacién afin. Usando la linealidad de su aplicacion asociada ?,
F(PYF(@) = 1(0)(@) ~ F(O)I(P} = F(OQ ~ OP) = T (A~ (OR — OP)) =
A (OR~0P) =\ (FO)f(R) ~ F(O)f(P)) = X~ F(P)/(R)

FPVFQ) = - F(P)F(R

y A es la razén simple de P,Q y R.

por lo que

Por tanto, la misma linealidad con la que la aplicacion lineal ? (si es isomorfismo)
lleva vectores proporcionales en vectores proporcionales hace que la aplicacion afin f
lleve puntos alineados en puntos alineados con la misma razoén simple.

El reciproco de esta proposicién, junto con la propiedad de llevar rectas en rectas,
caracteriza las afinidades. Lo enunciamos, sin demostracion, en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.5 (Teorema fundamental de la geometria afin). Una aplicacion afin f -
A — A es una afinidad si y solo si es biyectiva, lleva rectas en rectas y preserva la
razon simple.
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Demostracion. Puede consultarse en [FernandoGamboa, Teorema V.1.4] o [Xambo, Teo-
rema 1.41]. O

De hecho, algo mas fuerte puede probarse en el caso real K = R, ya que para que f
sea afinidad basta la condicién de que f transforme rectas en rectas. A posteriori, por
supuesto, ocurre que se conserva la razéon simple. Una prueba de esto puede consultarse
en [Xambo, Teorema 1.42 y Corolario 1.43].

2.4. Problemas

Problema 2.4.1. Dada f : A — A’ aplicacién afin, P € A, y 7 2V — V’,]@ —
f(P)f (Q) su aplicacién lineal asociada, demuestra que para todo @, R € A se verifica

que F(QR) = F(Q)F(R).

Problema 2.4.2. Probar que una aplicaciéon afin transforma subespacios afines para-
lelos en subespacios afines paralelos.

Problema 2.4.3. Probar que una aplicacién afin transforma (tres) puntos alineados en
(tres) puntos alineados.

Problema 2.4.4. Demuestra que la inversa de la aplicacién lineal asociada a una afi-
nidad f : A — A es la aplicacién lineal asociada a la afinidad inversa f~!: A — A,

es decir 7_1 B Jﬁ

Problema 2.4.5. Estudia si las siguientes aplicaciones son afines o no. En caso afirma-
tivo, encuentra su aplicacion lineal asociada y estudia si son inyectivas, sobreyectivas o
biyectivas.

L] f AS —)AR, f I1,$2,$3) = (.731—$2+2I3—1,$2+LE3—2,1’1—$3+1).

(
w fi AL — AL f(xy, 10,23, 74) = (2129, 7123 + 1).
f(

:Pu(R) — Ag, f(p(X)) = p(1).
 Pu(R) — Pu(R), f(p(X)) = p'(X).

w fi AL — A2 f(21,20) = (21 — 20+ 1, (1 +4)21 + 20 + 4).
w frAZ — AZ f(21,20) = (21 + 2i, 22).
= 1 Maa(R) — A, f(M) = tr(M).
s i Moo (R) — Ay, f(M) = det(M).
f
f
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Problema 2.4.6. Sean Py = (0,1), P, = (0,3), P, = (4,2) los vértices de un tridngulo
en A%. Define la aplicacién afin que lleva ese tridngulo en el tridngulo de vértices Qy =
(—1,-2), Q1 = (—3,4), Q2 = (1,5). Calcula su representacién matricial en la referencia
cartesiana candnica y en la referencia afin esténdar de AZ.

Problema 2.4.7. Sea la afinidad en A2 que transforma el origen de coordenadas en el
punto (2,4) y cuya aplicacion lineal asociada transforma los vectores de la base canénica
en (—1,1) y (1, 1) respectivamente.

= Calcula su matriz respecto de la referencia cartesiana canénica.
» Calcula la imagen del cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1).

= Calcula la matriz de su aplicacién afin inversa respecto de la referencia cartesiana
candnica.

Problema 2.4.8. En el plano afin, dado el cuadrado de vértices Py = (0,0), P, = (1,0),
P,=(1,1) y P; = (0,1), demuestra que no existe ninguna afinidad f que lo transforme
en el romboide de vértices Qo = (2,0), @1 = (6,0), Q2 = (3,2), Q3 = (7,2), preservando
el orden de los vértices, es decir, f(P;) = Q;, 1 =0,1,2,3.

Problema 2.4.9. Dados dos tridngulos, jcudntas afinidades de A% transforman uno en
otro? {y en A3?

Problema 2.4.10. Dadas aplicaciones afines f : A — A’y g: A* — A’ y referencias
cartesianas R., R, y R., demuestra que

Mg, rr(go f) = Mg, ry(9) - Mz, = (f)

Problema 2.4.11. Dada la aplicacién afin

fA%HA]?b f(fﬂl,.fll'g,xg):(5[;1—1‘2—|—2x3+1,l‘2—$3—2,$1+l’3—1)

Calcula su representacion matricial respecto de la referencia cartesiana canoénica

de A3.

Calcula el ntcleo e imagen de su aplicacion lineal asociada.

Calcula la imagen de la recta que pasa por los puntos (0,1,0) y (1,2, —1).

Calcula la imagen del plano {z3 = 0}.

Problema 2.4.12. Encuentra los puntos fijos y los subespacios invariantes de la apli-
cacién afin
fiA; — A2, f(ar,20) = (21 — 2o + 1, —21 + 25 +2).
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Problema 2.4.13. Encuentra los puntos fijos y las rectas invariantes de la aplicacién
afin

fiAY — A3 f(ay,20,23) = (21 — 29 + 223+ 1,20 — 13 — 2,2y + 23 — 1).
Problema 2.4.14. Dada la aplicacion afin
fiAfQé —>Af@ f(x1, 02, 3) = (21 + 22+ 23 — 1,01 — 203 + 1)

= Calcula su representacién matricial respecto de las referencias cartesianas canéni-
cas de AJ y AZ.

= Calcula el nicleo e imagen de su aplicacion lineal asociada.
E t ta de A2 i t
= Encuentra una recta de Ap cuya imagen sea un punto.

= Decide si existe algin plano de A3 cuya imagen sea un punto y, en caso afirmativo,
muestra uno.

Problema 2.4.15. Comprueba que la inversa de una homotecia de centro C' y razon
A es la homotecia de centro C'y razén A\~! viendo que el producto de sus matrices, con
respecto a una referencia cartesiana R., es la identidad.

Problema 2.4.16. Prueba que si el centro C' de una homotecia 1 pertenece a un
subespacio afin B C A, entonces B es invariante por 7.

Problema 2.4.17. Muestra que la composicién 7, o 71 de una homotecia 7; de centro
C} y razoén A\; con otra homotecia 7y de centro Cy y razén A\ es una homotecia de centro

1= =—
Cy + T ww )\1)\20102

y razén A; - Ay salvo cuando A; - Ay = 1, y que en tal caso se trata de una traslacion de
vector (A — 1)C1C5.

Problema 2.4.18. Muestra que el subgrupo de las traslaciones y las homotecias no es
abeliano con un ejemplo de traslacion y homotecia cuya composicién no conmute.

Problema 2.4.19. Considera en A el cuadrado C' con vértices en los puntos Py :=
(0,0), P, := (1,0), P, :== (0,1) y Py := (1,1) y el tridngulo T" de vértices Py, P, y Ps.
Sea n la homotecia de centro el baricentro del triangulo y razén A = 3.

» Calcula la matriz de 7 respecto de la referencia cartesiana canénica de A%
» Expresa la matriz de n también respeco a la referencia afin estdndar de A%.

= Calcula las imagenes de los puntos Py, Py, P» y P3 por 1y dibuja el tridngulo n(T")
y cuadrado 7(C') resultantes.
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= Repite los anteriores apartados para la simetria central, es decir la homotecia de
razén A = —1 y el mismo centro.

Problema 2.4.20. Demuestra que las rectas invariantes de una simetria son exacta-
mente las que unen un punto no fijo con su imagen.

Problema 2.4.21. Calcula la proyeccién y la simetria respecto de la recta B = P+ W,
P=(1,-1,1) y W = L|(3,—1,0)], con direccién el plano vectorial de ecuaciéon U :=
{2z — y = 0}, dando sus matrices respecto de una referencia cartesiana apropiada.
Calcule los subespacios de puntos fijos y todos los subespacios invariantes.

Problema 2.4.22. Demuestra que la razén simple de tres puntos es [P, Q, R] = —1 si
y solo si P es el punto medio de extremos Q) y R.

Problema 2.4.23. Si la razén simple de tres puntos es [P, @, R] = A, estudia los valores
de la razén simple de todas las posibles reordenaciones de los puntos.
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